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1 Introducao

Na Geometria Euclidena, ponto, reta e plano sdo os elementos primitivos (ndo sdo definidos). Um dos
axiomas de Euclides afirma que uma reta é determinada por 2 pontos. No ponto de vista mais moderno
de geometria, uma reta é uma curva que realiza a menor distancia entre dois pontos. Desta forma, a
distancia tornou-se um elemento primitivo da teoria.

Com o emprego de um modelo para a Geometria Hiperbdlica, munido com o conceito de distancia,
é possfvel descrever as curvas que correspondem as retas no caso euclideano, denominadas de geodésicas
hiperbdlicas.

Alguns aspectos que diferenciam a Geometria Hiperbdlica da Geometria Euclideana sao discutidos e
visualizados no modelo apresentado.

Considere R3 = {(z,y) € R? | y > 0} o semi-plano superior e < .,. > o produto interno euclideano.
O modelo hiperbdlico que utilizamos é o do semi-plano superior

H* = (R%, 9),

onde g(z.,)(u,v) = U% < u,v >.

2 Meétrica Hiperbodlica

Seja R2 = {(z,y) € R® | y > 0}, o semi-plano superior de R2, e considere a métrica riemanniana assim
definida: sejam v = (v, v2), w = (w1, ws) pertencentes & T(I’y)Ri, entao

1

) (viwy + vawsz).

Yy (VW) =
Em termos da métrica euclideana, temos que
1
o (00) = = < vy >

Associada a métrica g temos a conexao de Levi-Civita sobre Ri cuja curvatura é K = —1. O valor
da curvatura é apenas uma das consequéncias importantes da métrica.

Definigao 2.0.1. O FEspac¢o Hiperbdlico € a superficie riemanniana

H* = (R%,9)
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O comprimento de uma curva 7 : [tg,t1] — H2, onde y(t) = (x(t),y(t)) é dado por

_ [ VEO)P+ ),
to (y(t))?

Exemplos: Em cada um dos itens abaixo, considere v : [tg, 1] — H? uma curva definida pela expressao
dada, vamos determinar o comprimento L(7).

L(v) .

1. v(t) = (a,t), to <t < t; (semi-reta vertical).

o dt t

vt =(0.1) = uw:/Af:m—»

tO t tO

2. y(t) = (t,at +b), to <t < t; (semi-reta).
Sejam yo = y(to) € y1 = ¥(t1).

rO=a) = L= [

bodt
:\/1—|—a2/ :\/1+a2.ln(y1>.
to (lt-’-b Yo

3. ¥(0) = (Rcos(0) + a, Rsen(f) +b), onde R < b, tg = 0 e t; = 27 (circulo de raio R e centro em

(a,0)).

v (t) = R(—sen(0),cos(d)) = L(vy)= /0 W ()Jr;gljmlw)

Substituindo ¢t = tg(0/2), temos que df = fﬁg e

2R [~ dt
LW%—b/w“+§V+wfz

Substituindo novamente por u =t + %, temos du = dt e
2R [ du
L = — —_— —

b b N b

No caso limite, lim,_, g L(7y) = 0o, uma vez que o circulo aproxima-se do eixo-x. Os cédlculos efetuados
neste exemplo nao extendem-se ao caso quando b = 0.

A distancia entre dois pontos p e g em H?é definida por

d(p,q) = inf L(~).
)= inf L()

Para determinar d(p, q), explicitamente, em funcéo de p e g, precisamos descrever as geodésicas em
H2. Antes disto, vamos estudar a geometria das transformacdes de inverséo sobre circulos.



2.1 Reflexoes em H?

Dentre as isometria de E2?, as tnicas que sdo isometrias de H?sdo as reflexdes sobre retas verticais e as
suas composicoes. Vejamos o seguinte;

Proposigao 2.1.1. Seja | uma reta vertical em Ri, entdo a transformacgao T : Ri — Ri, induzida pela

reflexdo euclideana sobre I, é uma isometria de H2.

Demonstragao. Seja o € R um ponto fixo e suponha que | = {(a,y) | y > 0}. Assim, temos que

-1 0
r(z,y) = (—z +2a,y) dr = ( 0 1)

Portanto,

1 1
G (A0, driw) = o5 < drivdriw >= 5 < 0,0 >= gy (v,0).
D

Para descrever as outras geodésicas de H?, estudaremos um tipo especial de transformacdo no plano.
Para isto, consideraremos o circulo de raio R e centro em P = (a,b) como o conjunto

Sr(P) = {(z,y) |R* | (z — a)* + (y = b)* = R*}, Sr = Sr(0).

Definigao 2.1.2. Uma transformagao rg,, : R> — R? € uma inversio sobre Si se

| rsa(0) | [0 |= B2, onde |v|=/o} +3

Em coordenadas, temos que

rsaled) = R e

Observagao 2.1.3. Se considerarmos R? como o espago complexo C, isto é, identificarmos (z,y) ~ z =
x + 1y, segue que a transformagao rg, é dada por

rsy(2) = R2.

z R?

[z z

Assim, rg, : C — C é anti-holomorfa, ou seja, preserva dngulo e inverte a orientagao.

Proposigao 2.1.4. A transformacdo de inversio rs, : R? — R? tem as sequintes propriedades:
1. Sel C R? é uma reta, entio rs,(l) é ou uma reta ou um circulo.

2. Se C C R? é um circulo, entdo rg,(C) é ou uma reta ou um circulo.

Demonstragcao. Observamos que

—_p2_z U _ T
u Ra)2+y2 - v Ty .
_p2_y 2 2_ R )
v—R$2+y2 ut+ vt = o
da onde
u v
x = R? 2 27 y=R? 2 2
u® +v u® +v

1. Suponha que I = {(z,y) € R? | ax + by + ¢ = 0}. Se substituirmos as expressoes acima, obtemos

5 au + b

B c=0

Portanto, ha duas possibilidades a serem consideradas;



(a) ¢c=0.
Segue que

au +bv =0.
(b) ¢ #0.

Neste caso, temos que

R?au + R*bv + c(u? +v?) = 0,

aR2\? bR2\ > a® + b2
—_— — ] =RY. .
<u—|— 2¢ ) * (U+ 2¢ ) 4c?
2. Suponha que C = {(z,y) € R? | (z —a)? + (y — b)? = r?}. Ao substituirmos z e y em funcdo de u e
v na relagao que define o circulo, obtemos a relacao

o que implica em que

(R2u —a(u?® + ’02))2 + (sz —b(u® + v2))2 = r?(u? 4 v?)?

Na expressdo acima, se a expandirmos mantendo os termos de (u? + v?), chegamos aos seguintes
casos;

(a) a®> +b*—r2=0.
Neste caso, temos que

2
bv = —.
au + bv 5

(b) a® +b% — 712 #£0.
Ap6s completarmos os quadrados, obtemos a relagao

aR?  \? bR> 1\’ R
(u_a2+b2—r2> +(v_a2+b2—r2) T (@102 —r2)?

Proposigao 2.1.5. Seja Sg(P) = {(z,y) € R? | (x — a)? + y? = R?} um circulo cujo centro encontra-se
em P = (a,0) sobre o eizo-v. Entdo, a inversio rg,py ¢ uma isometria de H2.

O

Demonstragao. Consideremos o caso geral (b # 0)

R2
z—a)®+(y—b)?

TSR(P)(xay): ( (x—a,y—b)+(a,b)=(u,v).

Segue que drg,(p) : T(gw)]R2 — T(W,)Rz aplicada ao vetor w = (wq,ws) € T(x,y)Rz ¢é dado por

R? (y=b*=(@—af —20@-ay-b) ) (w
( )-(i2)

drsgp(py-w = (z—a)2+ -0\ —20—a)y—0b) (r—a)’—(y—0b)? W

Assim,

4 w% —|—w§
(R2(y —b) + b( — a)> + (y — b)2])*

9(u,v) (d?“SR(p) w, drSR(P) .w) =R
Se b = 0, a expressao acima torna-se

w? + w2
2 = Gl (W, 0).

Guw) (drspy-w, drg, pyw) = ”



Isto implica em que a transformagao

2
ey (29) = 7 B o ay)+(a0)

x—a)+y?

induz um difeomorfismo g, (p) : R? — Ri que preserva a métrica hiperbélica. Consequentemente, g, p)
definida pela expressao acima é uma isometria.

Para fins de simplicidade, daqui para a frente nos referiremos a inversao sobre um circulo como sendo
uma reflexao sobre o circulo.

Observagao 2.1.6. Interpretadas como funcgoes de uma variavel complexa, temos que as reflexoes cor-
respondem as fungoes anti-holomorfas

2

r(z) = —Z+2a, rspp) = + 2.

zZ— 20

2.2 Geodésicas de H?
Proposigao 2.2.1. A semi-reta | = {(a,y) € R? | y > 0} é uma geodésica de H?qualquer que seja a € R.

Demonstracdo. Seja vy : [to,t1] — H? uma parametrizacio, dada y(t) = (a,t), de [ reta e sejam Py = (a, tg)
e P = (a,t;). O comprimento de v em H?2é

£ = [ Vet Oama = [ F =ik,

Seja 3 : [to, t1] — H2, dada por 3(t) = (z(t), y(t)), uma outra curva ligando os pontos Py e P;; assuma
(sem perda de generalidade) que 5(to) = (a,to) e B(t1) = (a,t1). Assim,

)= [ ﬁww )t > / JEACETSLON

to o y(t) 31

Portanto, L(3) > L(v), o que implica que v minimiza a distancia e por isto é uma geodésica de H?. [

Coroldrio 2.2.2. Os circulos com centro sobre o eizo-z sdo geodésicas de H?2.

Demonstragio. Consideremos o semi-circulo C = {(z,y) | (z—a)?+y? = r2} NH?2, vamos mostrar que em
H2existe uma isometria levando C sobre uma semi-reta vertical. Para isto, vamos considerar a isometria
obtida pela reflexao sobre o circulo

Sr(P) = {(z,y) e B | (z —a)® +y* = R*}.
A imagem de C é conjunto dos pontos (u,v) € H? satisfazendo a relagao
R+ 2R%(a — a)(u —a) = [r? = (a — @)?|[(u — a)? + v?].
Portanto, se a = a+ 1 ou a = a — r, entdo a imagem de C' é a semi-reta

R2
l={(a—m,y)\y>0}-

Concluimos que a reflexdo sobre qualquer circulo com centro em (a,0), onde a = a+r,oua=a—r
leva C sobre I. A conclusao segue do teorema anterior. O

Theorem 2.2.3. Se v :[0,1] — H? ¢ uma geodésica em H?, entdo sdo as seguintes as possibilidades;
1. v descreve um segmento sobre a reta vertical.
2. v descreve uma curva sobre um semi-circulo centrado no eiro-z.

Demonstragdo. Sejam p e g dois pontos quaisquer em H2e 3 : [0,1] — H? uma geodésica minimizando a
distancia entre eles. Ha dois casos a serem considerados;



1. p e g encontram-se sobre uma reta vertical [.
Segue que 3 deve ser o segmento vertical sobre [ que os ligando.

2. p e ¢ nao encontram-se sobre uma mesma reta vertical.
Neste caso, consideremos o circulo C centrado no eixo-x e passando por p e g. Vimos que existe uma
isometria 7 : H? — H? tal que a imagem 7(C) é uma reta vertical. De acordo com o item anterior,
a unica possibilidade é que a imagem r(3) esteja sobre a reta vertical r(C), que por sua vez, é a
imagem do arco contido em C que liga p a q.

O

Coroldrio 2.2.4. Dados 2 pontos p e ¢ em H?, existe wma tinica geodésica minimizante ligando p a q.

2.3 Isometrias de H?

Definigao 2.3.1. As matrizes reais 2 X 2 com determinante igual a 1 formam o Grupo Linear Especial

a b
SLy(R) = {<c d) | ad — be = 1}.
Theorem 2.3.2. O grupo das isometrias de H?é isomorfo ao grupo

PSLy(R) = SL2(R)/Z,

Se identificarmos o plano R? com C, entdo uma isometria fH? — H? age assim;

a b az+b
flz) = (c d) E=

2.4 Distancia Hiperbdlica

Tendo em vista que com a métrica riemanniana hiperbdlica g, (u,v) = y% < u,v > podemos calcular o
comprimento de uma curva ~ : [0, 1] — H?, podemos definir a métrica hiperbélica dy- : H? x H? — R por

dp2 (p7 q) = inf L(n)

n€Q(p,q)

Considerando que existe uma geodésica v, , € Q(p, ¢) minimizando a distancia entre os pontos p, g €

H2, segue que d(p,q) = L(Vp.q)-
Lembramos que para dyz : H> x H2 — R definir uma distancia é preciso que satisfaca as seguintes
condigoes:

1. dyz2(p,q) > 0, sendo que a igualdade ocorre < p = q.
2. dyz(p,q) < dyz(p,r) + dyz(r, q) (desigualdade triangular).
A primeira condigao ¢ trivial. Para verificar a segunda, sejam 7p 4, ¥p,r € Yr.q s respectivas geodésicas

minimizantes. Observamos que a curva v, q * v, : [0, 1] — H? definida por

Yor(L), se 0<t<1/2,

r,q ¥ (1) =
Y * Vo (1) {%,q(ztn, se 1/2<t<1.

pertence a (p, q). Portanto,

L(vp,g) = inf < L(vrg*9pr) = L(p,r) + L(rq)-
a€Q(p,q)
Lema 2.4.1. Sejam p,q € H? dois pontos cujas representacées como nimeros complexos sejam z e w,
respectivamente. Conisderando que g : H? — H? € uma isometria e I(z) é a parte imagindria de z, entdo,

[ 9(2) — g(w) | |z - w]|

[1(9(2)-L(g(w)]*/2 ~ (I(2).1(w))*/?




Demonstragcao. Podemos verificar diretamente que,

() (w) az+b aw+b z—w
z) —g(w) = — =
g g cz+d cw+d (cz+d)(cw+d)
Também temos que,
I(2)
1 =
0 = g
da onde observamos que
| 9(2) — g(w) | |z —w]|

[1(g(2))-L(g(w)]V/2 " (1(2).1(w))*/?
O

Proposicao 2.4.2. Sejam p,q € H? dois pontos cujas representacdes como nimeros complexos sejam z
e w, respectivamente. A distdncia entre dois pontos p e ¢ em H? é

Z—wW|+|z—w
dmz(p,q)21n<| L+ l)-

EECIEEET]
Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que p = (0,a) = ia e ¢ = (0,b) = ib e

a < b. Vimos que dy:(p,q) = In(b/a), ao denotarmos d = d(p,q) obtemos e = b/a e e~¢ = a/b.
Consequentemente,

1/b a 1]z—w|?
hidy==|-+-)=14——.
cosh(d) = 3 <a N b) T T I(w)

Se aplicarmos o lema anterior temos que a formula acima pode ser aplicada para qualquer posigao relativa
entre p e ¢, pois,
| 9(2) — g(w) |?
1(g(2))-I(g(w))
Segue da identidade cosh(d) = 1 + 2senh?(d/2) que

cosh(d(g(2), g(w))) = 1+ — cosh(d(z, w))

d |z —w|
hEy=_12"%wl
senh(3) = 702 Tw) 72
e de cosh(d) = 2cosh?(d/2) — 1 que
d | 2 —w | _ _
h (=) = —w|=|z -
cos (2) 500 () I(w)) 72" z—w|=|Z2—w
Portanto,
d |z —w |
tanh(i) = =a
Desta forma, uma vez que tanh(d/2) = 23—:7 segue que
a_lzmml4 ]z
lz—w|—|z—w]|

ou seja,

d=in |Z—1f\+|z—w| .
|z—w|—|z—w|



Definicao 2.4.3. O circulo hiperbdlico de centro em p e raio R € o conjunto

Sr(p) = {z € H? | dg=(p, 2) = R}.
Decorre dos detalhes da demonstragao anterior que

tanh(d(z,w)/2) = li_ﬁfﬁ

Desta maneira, se d(z,w) = R temos que
| z—w |=tanh(R/2). | z — w0 |
Fazendo ¢ = tanh(R/2) (0 < ¢ < 1), p=a+ibe w =z + iy temos que a equagdo acima implica que
A=)z —a)?+@y-0b*=Ey+b?*=0.

Ap6s expandir e completar os quadrados, obtemos

2 2
14 c? 2bc
2 _
(z—a)+ <yb1—c2> - (1_> :
A conclusio da discussdo acima é que o circulo hiperbélico com centro em p = (a, b) e raio R é um circulo

1+02 . _ 2be
1oz), e raio p = 125%.

Este fato é nao trivial! Notamos

euclideano com centro em p = (a,b’), onde b’ = b

2
=]

que, pEH? e p<b
Em funcao de R,

p = (a,b.cosh(R)), = b.cosh(R) > b,

p(R) = b.senh(R) = Ilaimo p(R)=0, lim p(R)= oo.

R—o00

Desta forma, podemos determinar o comprimento do circulo hiperbélico Sg(p). Considere a parame-
trizacao

v(0) = (pcos(0) + a, psen(0) + V') =| v (0) |m== ﬁim@)
Assim,
o pd 2
L(y) = /O b psen(®) = 27bcosh(R).senh”(R).

2.5 Area de uma regiao em H?>

Pelo que foi visto na secdo, o elemento de drea em H? é dA = +/det(g)dzdy e, por isto, a area de uma

regiao ) C H? é dada por
1
A(Q) = // —dxdy
QY

Definicao 2.5.1. Um gomo hiperbélico em H2é uma regido limitada lateralmente por duas retas verticais
(lados) e inferiormente por um arco de um circulo com centro sobre o eizo-z (base).

Proposigao 2.5.2. Seja C' a base de um gomo hiperbdlico Q el e ly os lados. Se o angulo formado na
intersecao de ly com C é a o angulo formado na interse¢ao de lo com C € (B, entao a drea de §2 €

AQ) =7 — (a+ ).



Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que /; encontra-se a esquerda da origem en-
quanto [y esta  direita. Sejam p; =13 N C e py = lo N C os pontos de intersecdo. Seja C = {(x,y) € H? |
(z—a)?+y* = R?}. Desta forma, a ordenada de p; é Rcos(m—a) e a de pz é Recos(3). Consequentemente,
temos que

1

Q= {(l‘,y) S H2 | RCOS(TF — a) <z< RCOS(ﬂ), m

<y§OO},

cuja area é dada por

A( ) Rcos(f3) 0o 1
Q :/ / —dydx =
Rcos(n—a) Jy/R2—(z—a)? y2

Rcos(f) 1
—————dr=71— (a+
/Rcos(fra) V R? — (.13 - a)2 ( 5)

O
Corolério 2.5.3. A drea de um triangulo hiperbdlico /\, cujos dngulos internos sdo o, B e~y , € dada por
AN =7 —(a+ B +7).

Demonstracdo. Sejam A, B e C os vértices de A e Cap, Cpc e Coa os circulos definidos pelas geodésicas
que formam A. Agora, seja f : H?> — H? uma isometria tal que f(Cpc) = I1, onde I; é uma reta vertical.
Seja lo a reta vertical passando por f(A). Portanto, surgem dois gomos hiperbdlicos:

1. € limitado por Iy, I3 e Cap. Os angulos internos de 2 sao a; e m — .

2. Qs limitado por Iy, ls e C4c. Os angulos internos de €25 sao as e 7.
AD)=A-Ai=r—(aa+7—=B) = [r— (a2 +7)] =

=1—[(ee—a1) + B+ =7~ (a+B+7).
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